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Einturnen...

Ein heutiger Computer aus
dem Saturn ist im Prinzip 
eine Turing Maschine?

Nein. Zum Beispiel Sprache
L = {0i 1i, i>0}: kein bel. grosser 
Speicher! „Im Prinzip“
gibt‘s nur endliche Automaten.

11 mod 3 = 2 (z.T. auch geschrieben als: 11 = 2 (mod 3))

Ein NDPA kann in einen 
DPDA umgewandelt 
werden?

Nein, NPDAs sind mächtiger!

Eine Typ 0 Grammatik
kann eine Typ 3 Sprache
beschreiben.

Ja.
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Einturnen...

Achtung: Im Prinzip ist jede Typ i 
Sprache automatisch auch vom 
Typ i-1 für i ∈

 

{1,2,3}. Zum Teil 
(in der Vorlesung!) interessieren wir 
uns aber nur für das minimale i, das 
der Sprache entspricht! 
Eine Typ 3 Sprache ist dann nie vom 
Typ 2 zum Beispiel. In der Prüfung 
werden wir angeben, welche Definition 
wir betrachten wollen!
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Einturnen...

Wenn L r.a. (= semi-
entscheidbar) ist und
nicht L auch, dann ist L
rekursiv (= entscheidbar).

Ja: TM 1 sagt „ja“ wenn 
w∈

 

L, TM 2 sagt „ja“
wenn w ∈

 

nicht L, 
gibt immer eine Antwort!

3n ∈

 

O(n2)? Ja.

Ein LBA kann sortieren? Ja.

Ist aibi ein regulärer Ausdruck? Nein, nur Vereinigung, 
Konkatenation, und Stern erlaubt.
Sprache gar nicht regulär!
(Zum Teil auch „+“: mind. 1x)
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Einturnen...

Ist jede nutzlose Variable
nullierbar?

Nein:  
S => a
T => b (nutzlos, aber nicht nullierbar)
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DFA NFA
DPDA (N)PDA
DLBA (N)LBA
DTM NTM

Einturnen...

= (reguläre Sp.)

Deterministisch Nichtdeterministisch

< (NPDA = kontextf.)
< (NLBA = kontexts.)
=
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Ja. Wir prüfen / beweisen?

Einturnen...

Gilt: x => y ¬ y => ¬ x ?

Zum Beispiel durch Umformen:
x => y ¬ x v y (wichtige Formel!)
¬ y => ¬ x y v ¬ x

ist das gleiche!

Wahrheitstabelle...
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b

Einturnen...

Was ist also b OP c?
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S => N S 1 Z
N => 0
Z => 2 

Einturnen...

CFG für 0i12i, i ≥

 

1

Nein! Werde S 
gar nicht los...

S => N S Z | 1
N => 0N
Z => 2Z 

Nein! Ev. mehr 0 
als 2!

S => N S Z | 1
N => 0
Z => 2 

OK
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Einturnen...

G = (V, E) wobei V = {v1 ,v2 ,v3 } und E = {{v1 ,v2 }, {v2 ,v3 }}

v1

v2 v3
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Einturnen...

Wie viel mal muss man n durch 2 teilen bis < 2?

n, n/2, n/4, n/8.... => O(log n)

Wie viel mal muss man Wurzel ziehen bis < 2?

n, sqrt(n), sqrt(sqrt n) ... => O(log log n)

Wie viel mal muss man Log ziehen bis < 2?

n, log(n), log(log n) ... => O(log* n)
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Einturnen...

Was bedeutet |vx|?

Das ist die Länge des Strings v konkateniert mit x!
Falls v=0011 und x=01, dann |vx| = |001101| = 6

Wie baut man aus einer linkslinearen Typ 3 Grammatik 
einen EA?

Idee: Mit rechtslinearer Grammatik die „Rückwärtssprache“
bauen, dann Pfeile im EA umdrehen.



Stefan Schmid @ TU München, 2009 13

Beispiel zu Isomorphismus

Sei log der Zweierlogarithmus.

Welt 1 <R+, *>:     8 * 4 =

Welt 2 <R, +>:

32
h h h

3 2 5+ =
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Weitere Literatur und Übungen

Aufgaben zu Algorithmen und Datenstrukturen siehe auch
Vorlesung Grundlagen Algorithmen und Datenstrukturen (GAD), 
SS 2008, Prof. Christian Scheideler
=> Uebung => auch alte Prüfungen mit Lösungen!
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Weitere Literatur und Übungen

Logik, Sprachen, Algorithmen...:

http://www.ita.inf.ethz.ch/theoInf08/index.html
(mit Lösungen)

http://www.crypto.ethz.ch/teaching/lectures/DM08/
(mit Lösungen)
http://dcg.ethz.ch/lectures/ws0506/eventsystems/index.html
(mit Lösungen)
http://www.cse.yorku.ca/course_archive/2006-07/F/2001/
(gut! Und mit Lösungen)

MIT Open Class zu Algorithmen (mit Videos):
http://ocw.mit.edu/OcwWeb/Electrical-Engineering-
and-Computer-Science/6-046JFall-
2005/CourseHome/index.htm

http://www.ita.inf.ethz.ch/theoInf08/index.html
http://www.crypto.ethz.ch/teaching/lectures/DM08/
http://dcg.ethz.ch/lectures/ws0506/eventsystems/index.html
http://ocw.mit.edu/OcwWeb/Electrical-Engineering-
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Weitere Literatur und Übungen

Computer Science Cheat Sheet

http://www.tug.org/texshowcase/cheat.pdf
Das meiste aber hier weniger relevant...!

http://www.tug.org/texshowcase/cheat.pdf
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Heute

Viele, aber nicht alle Fragen. 
(Auswahl von einfachen und fortgeschrittenen...) 

Aber viele Slides..
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O-Notation

© Prof. Dr. Christian Scheideler
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O-Notation

Asympt. höchstens

Asympt. mindestens

Asympt. genau

Asympt. echt kleiner

Asympt. echt grösser

© Prof. Dr. Christian Scheideler
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O-Notation

© Prof. Dr. Christian Scheideler
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O-Notation

Beispiele:

© Prof. Dr. Christian Scheideler



Stefan Schmid @ TU München, 2009 24

O-Notation
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Pumping Lemma: Idee

Beispiel: Wort w = 11010 ∈
 

L

q0 q1

q2

q3

0

0

0

1

1
1

1

0

Weg:
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Pumping Lemma: Idee

Beispiel: Wort w = 11010 ∈
 

L

q0 q1

q2

q3

0

0

0

1

1
1

1

0

Weg: q(0)

q0
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Pumping Lemma: Idee

Beispiel: Wort w = 11010 ∈
 

L

q0 q1

q2

q3

0

0

0

1

1
1

1

0

Weg: q(0) q(1)

q0 q1
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Pumping Lemma: Idee

Beispiel: Wort w = 11010 ∈
 

L

q0 q1

q2

q3

0

0

0

1

1
1

1

0

Weg: q(0) q(1) q(2)

q0 q1 q2
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Pumping Lemma: Idee

Beispiel: Wort w = 11010 ∈
 

L

q0 q1

q2

q3

0

0

0

1

1
1

1

0

Weg: q(0) q(1) q(2) q(3)

q0 q1 q2 q2
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Pumping Lemma: Idee

Beispiel: Wort w = 11010 ∈
 

L

q0 q1

q2

q3

0

0

0

1

1
1

1

0

Weg: q(0) q(1) q(2) q(3) q(4)

q0 q1 q2 q2 q1



Stefan Schmid @ TU München, 2009 31

Pumping Lemma: Idee

Beispiel: Wort w = 11010 ∈
 

L

q0 q1

q2

q3

0

0

0

1

1
1

1

0

Weg: q(0) q(1) q(2) q(3) q(4) q(5)

q0 q1 q2 q2 q1 q3
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Pumping Lemma: Idee

Beispiel: Wort w = 11010 ∈
 

L

q0 q1

q2

q3

0

0

0

1

1
1

1

0

Weg: q(0) q(1) q(2) q(3) q(4) q(5)

q0 q1 q2 q2 q1 q3

Zum Beispiel hier:
Zweimal im gleichen Zustand!
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Pumping Lemma: Idee

Beispiel: Wort w = 11010 ∈
 

L

q0 q1

q2

q3

0

0

0

1

1
1

1

0

Weg: q(0) q(1) q(2) q(3) q(4) q(5)

q0 q1 q2 q2 q1 q3

Also wäre das eine Zerlegung:

w = 11010
x y z

Es ist also auch in der Sprache: 
xz = 10
xyyz = 11011010
Etc.!
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Keine Prüfungsaufgabe!

Zeige dass 0i1j mit i>j nicht regulär! 

Idee: Wort 0n+11n führt zum Widerspruch!
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Bäume

7

3

2 6 9

8
Innere Knoten

Blätter

Wurzel
(* es gibt auch 
Bäume ohne Wurzel 
natürlich)
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Bäume

3

7

2 6 1

8

Kein Suchbaum!
(Nicht sortiert!)

Baum = Graph ohne Zyklen
(ev. mit Wurzel, ev. gerichtet, etc.)
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Bäume

7

3

2 6 9

8

Binärer Suchbaum!
(„balanciert“: Lookup in
logarithmischer Zeit)
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Bäume

2

6

3

Auch ein binärer Suchbaum!
(„degeneriert“: Lookup in 
linearer Zeit)

7

9

8
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Bäume

Baum mit n Knoten: 
Wie hoch ist Binärbaum 
mindestens?

Höhe h hat maximal
n·

 
1+2+4+...+2h = 2h+1-1 Knoten.

Also h ≈
 

log n.

Tiefe 0 => max 1 Knote

Tiefe 1 => max 3 Knoten
Tiefe 2 => max 7 Knoten
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Bäume

Perfekt balancierter Binärbaum mit
n Blättern. Wie viele innere Knoten?

Antwort: n-1

Grund: Induktion. In Tiefe i kommen 2i

innere Knoten dazu und total hat‘s 2i+1 Blätter.

Tiefe 0 => max 1 Knote

Tiefe 1 => max 3 Knoten
Tiefe 2 => max 7 Knoten
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CYK Algorithmus

1.
2.

...
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CYK Algorithmus

Wie „a“?



Stefan Schmid @ TU München, 2009 43

CYK Algorithmus

Wie „aa“? Durch 
AA, AC, CA, CC, 
also durch „B->CC“
Konkret: B ist die einzige Variable mit
X => V5,5 V6,6  

für ein Element von 
V5,5 resp. V6,6
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CYK Algorithmus

Wie „babaa“ (V2,6 )? Möglichkeiten: 
X => V2,2 V3,6

X => V2,3 V4,6

X => V2,4 V5,6

X => V2,5 V6,6

Geht! A => BA 
Geht nicht!

Geht!  S => BC 
Geht nicht!
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Eine alte Prüfungsaufgabe

Durchschnitt zweier Sprachen?

Alle mit weniger b‘s als a‘s UND weniger b‘s als c‘s!
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Eine alte Prüfungsaufgabe

Wieso kontextfrei?

Beweis durch kontextfreie Grammatiken!
L1 : T erzeugt gleich viele a‘s wie b‘s, X erzeugt a‘s, Y am 

Schluss die c‘s. Wegen S Produktion mind. Ein a mehr als 
b‘s. L2 : analog.
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Ogden‘s Lemma

Auch grad eine Repetition von Pumping allgemein...
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Ogden‘s Lemma

1. Wählen wir ein Wort aus der Sprache: z = an bn cn+n!, wobei n die 
Pumping Konstante sei

2. Das Wort ist genug lang, und wir markieren alle a‘s in z

3. Laut Lemma also: es gibt Zerlegung z = uvwxy, sodass in vx 
mindestens ein a, in vwx höchstens n a‘s, und uviwxiy ∈

 

L für alle i≥

 

0
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Ogden‘s Lemma

z = an bn cn+n!, markieren alle a‘s, z = uvwxy, vx mindestens ein a, 
in vwx höchstens n a‘s, und uviwxiy ∈

 

L für alle i ≥

 

0

Wir zeigen nun Widerspruch zu Lemma
1. Falls v oder x verschiedene Buchstaben enthalten, wird Reihenfolge

nach Pumpen nicht mehr stimmen => Widerspruch, Wort nicht in Sprache

2. Falls v oder x „rein“ sind: Da vx mindestens ein a hat, muss entweder v oder x 
nur aus a‘s bestehen. (Beide gibt auch kein Wort in L!)

3. Es bleibt folgende Fallunterscheidung!
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Wir haben total nur n a‘s, und 
v besteht nur aus a‘s.

Jede Zahl {1,...,n} teilt
n! = n (n-1) (n-2) ... 1

einmal v weglassen!
(egal was w ist)

Wir pumpen nur a‘s und b‘s, und haben
weiterhin n+n! viele c‘s => Wort nicht in Sprache
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Kontextfreie Grammatiken

Zeigen Sie, dass die Sprache der Palindrome (ohne ε) 
über {0,1} kontextfrei ist!

Palindrom??

Wie beweisen? NFA zeichnen, Grammatik angeben, ... 
(„Abschlusseigenschaften“)

Lösung als Grammatik? S => 0 ¦ 1
S => 0S0
S => 1S1

Wort vorwärts gelesen = rückwärts gelesen.
Z.B.: „sugus“
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Eine alte Prüfungsaufgabe

Greibach Normalform: Was zuerst machen? Chomsky Normalform!

Wozu Chomsky Normalform gut? Ausgangslage für viele Algos und
Beweise, z.B. CYK Algo für
Wortproblem, nutzlose Variablen 
finden, etc.

Wozu Greibach Normalform gut? NPDA konstruieren
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Eine alte Prüfungsaufgabe

Also zuerst Chomsky:

Ist im Prinzip schon fast Chomsky: ersetze Terminale durch 
Nichtterminale, ersetzte einzelnes Terminal durch die beiden 
Möglichkeiten.
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Eine alte Prüfungsaufgabe

Also Greibach Normalform:
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Eine alte Prüfungsaufgabe

Benutze:
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Eine alte Prüfungsaufgabe

Reihenfolge der Variablen:

Welche Produktion ist linksrekursiv? Z -> ZB, also mit Lemma 110 ersetzen!
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Eine alte Prüfungsaufgabe

Setze nun A und B in anderen Produktionen direkt ein mit Lemma 109:
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CFG -> NPDA

© Michael Sipser (Buch 
„Theory of Computation“)
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CFG -> NPDA

© Michael Sipser (Buch 
„Theory of Computation“)
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CFG -> NPDA

© Michael Sipser (Buch 
„Theory of Computation“)
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Hashing

Wozu Hashing?
Alternative zu Suchbäumen! Kann Daten 
einfügen, löschen und suchen! Suche geht in
konstanter Zeit (Binärbaum: logarithmische)

Nachteil von Hashing?
Suchstruktur geht kaputt! Z.B. im Binärbaum 
kann man besser alle Elemente zwischen 
x und y ausgeben als beim Hashing!
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Hashing
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Hashing
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Hashing
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Hashing
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Die LEGO Turing Maschine: 

http://www.youtube.com/watch?v=cYw2ewoO6c4
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Tschüss und viel 
Erfolg an der Klausur!



Stefan Schmid @ TU München, 2009 69

Bonus Material
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Chomsky Normalform?
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Hashing Formulas

Hashfkt. zu Array
halbe Liste durchlaufen
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Hashing Formulas

© GAD Vorlesung
Christian Scheideler
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Hashing Formulas
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Hashing Formulas
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