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Einführung Diskreter Prozess

Der diskrete Prozess

• A := {0, . . . , n}, n ∈ N, x ∈ A

• D := {1, . . . , n}, µ, d ∈ D

• X := (X0,X1, . . .)
• X0 ∈ A \ {0}

• Xt =

{
Xt−1 − d falls Xt−1 ≥ d
Xt−1 falls Xt−1 < d

, t ∈ N

• Tx := min{t |Xt = 0}

⇒ Eµ (Tx)
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Einführung Motivation

Minimierungsproblem auf unbekannter Funktion

• Geg.: f : [0, 1]→ R, Beispielpunkte
Ges.: Minimum

• skalierungsunabhängiges µ:
• p := ln

(1
ε

)
• h (t) :=

{ 1
pt falls ε≤ t≤1
0 sonst

• d := exp (−pu) , u ∈ [0, 1]

• f unimodal
• τ := dist(x , x∗) mit τ ≥ 2ε

• 1
2

τ∫
τ
2

dt
pt = ln 2

2p

• log
(1
ε

)
· 2p

ln 2 = O
((

log
(1
ε

))2)
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Obere Schranke Markovkette

Einführung von Konventionen

• 〈a, b〉 := {a, . . . , b}, a, b ∈ Z
• µ Wahrscheinlichkeitsverteilung über 〈1, n〉
• X = (X0,X1, . . .) über A = 〈0, n〉

• X0 gleichmäßig verteilt in A \ {0} = 〈1, n〉

• Pr (Xt = x ′|Xt−1 = x) =

 µ (x − x ′) falls x ′ < x
1−

∑x
d=1 µ (d) falls x ′ = x

0 falls x ′ > x

• Tx = min{t|Xt = 0}

⇒ Eµ (Tx)
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Obere Schranke Markovkette

Erste Folgerungen

Bemerkung:
µ (1) = 0⇒ Eµ (Tx) =∞

Voraussetzung:
∀µ Wahrscheinlichkeitsverteilung: µ (1) > 0

F (x) := µ (〈1, x〉) =
x∑

d=1
µ (d) , x ∈A\{0}

Proposition:
Eµ (Tx) = 1

n ·
∑

1≤x1<...<xl≤n

µ(x2−x1)·...·µ(xl−xl−1)
F (x1)·...·F (xl )
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Obere Schranke Markovkette

Beweis:

• Bem.1 ⇒ ∀x ∈A\{0} : F (x) > 0

• Tx = 1 + (1− F (x)) · Tx +
x∑

d=1
µ (d) · Tx−d ,

T0 = 0

⇒ Tx = 1
F (x) ·

(
1 +

x∑
d=1

µ (d) · Tx−d

)
, 1≤x≤n

• T1 = 1
µ(1) = 1

F (1) ,

T2 = 1
F (2) + µ(1)

F (1)·F (2) ,

T3 = 1
F (3) + µ(2)

F (1)·F (3) + µ(1)
F (2)·F (3) + (µ(1))2

F (1)·F (2)·F (3)

• Tx =
∑

1≤x1<...<xl=x

µ(x2−x1)·...·µ(xl−xl−1)
F (x1)·...·F (xl )

⇒ Eµ(Tx) = 1
n ·

∑
1≤x1<...<xl≤n

µ(x2−x1)·...·µ(xl−xl−1)
F (x1)·...·F (xl )
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Obere Schranke Herleitung

Herleitung der oberen Schranke

• L := blog2 nc,
li :=

〈
2i , 2i+1 − 1

〉
, 0≤ i<L,

IL :=
〈
2L, n

〉
,

pi :=
∑
d∈Ii

µ (d) , 0≤ i≤L

• Pr
(
Xt ≤ Xt−1 − 2i−1 | Xt−1 ≥ 2i

)
≥ pi−1, t ≥ 1, i ≥ 1

• Tx ≤ 2
pj−1

+ 2
pj−2

+ . . .+ 2
p1

+ 3
p0
, x ∈ Ij

• Tx ≤ (2j + 1) L
α falls p0, . . . , pL−1 ≥ α

L , α > 0 konst.

⇒ Eµ (Tx) = O ((log x) (log n)) = O
(

(log n)2
)
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Untere Schranke

Eine untere Schranke für den diskreten Prozess

Satz:
Eµ (Tx) = Ω

(
(log n)2

)
∀µ

Beweis: (später)

Voraussetzung:
µ fest, µ (1) > 0, I0, . . . , IL, ∀0≤ i≤L : pi
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Untere Schranke Intuition

Intuitive Herangehensweise

• E (t zum Durchlaufen von Ii bei Start in Ii+1) ≥ 1
pi+1+pi+pi−1+pi−2

• E (Tx) ≥
L
2−1∑
j=1

β
p2j+1+p2j+p2j−1+p2j−2

, falls

∃β > 0 konst. ∀ 0≤ i<L−1 : Ii+1 mit Wahrscheinlichkeit β besucht

⇒ E (Tx) ≥ β · L2 ·
L
2 ·

1
2 = Ω

(
L2) = Ω

(
(log n)2

)
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Untere Schranke Intervallprozess

Intervallbezogene Betrachtungsweise

• Y := (Y0,Y1, . . .)

• Yt

{
> 0 ⇒ Xt gleichmäßig in 〈1,Yt〉 verteilt
= 0 ⇒ Xt = 0

• Yt−1 ∈ 〈1, n〉 , d ∈ D bzgl. µ, d ≤ Yt−1

⇒ Yt =


0 falls x = d mit Wahrsch. 1

y

Yt−1 − d falls x > d mit Wahrsch. y−d
y

d − 1 falls x < d mit Wahrsch. d−1
y

• Pr (Yt = y ′|Yt−1 = y)

• Ty := min{t|Yt = 0}

⇒ Eµ (Tx) = Eµ (Ty )
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Untere Schranke Potenzialfunktion

Vorüberlegungen zur Potenzialfunktion Φ

• Ziel:
Φ(Y0) = Ω

(
(log n)2

)
,

E (Φ (Yt−1)− Φ (Yt) |Yt−1 = y) = O (1)
⇒ E (Ty ) = Ω (Φ (Y0))

• ψi := 1∑L
j=0 pj ·c|j−i| , c konst. mit 1

2<c<1

•
L−1∑
i=1

ψ−1
i =

L−1∑
i=1

L∑
j=0

pj · c |j−i | =
L∑

j=0
pj

L−1∑
i=1

c |j−i | = O (1)

Sophia Koch: Blind Search 13/ 22



Untere Schranke Potenzialfunktion

Definition der Potenzialfunktion Φ

Definition:
σa :=

n∑
d=1

µ (d) · 2
−| log a−log d|

2 =
a∑

d=1
µ (d)

√
d
a +

n∑
d=a+1

µ (d)
√

a
d ,

ϕa := 1
aσa
, 1≤a≤n,

Φ (y) :=
y∑

a=1
ϕa, 0≤y≤n,

Φt := Φ (Yt) , t = 0, 1, . . .
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Untere Schranke Potenzialfunktion

Folgerungen zur Potenzialfunktion Φ

Lemma

1 Φt , t ≥ 0 steigt nicht, wenn t steigt
2 Φt = 0⇔ Yt = 0

3 Φ0 = Ω
(

(log n)2
)
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Untere Schranke Potenzialfunktion

Beweis: (zu 3)

• i(a) := blog2 ac = max{i | 2i ≤ a}

• σa = . . . ≤ 2c ·

(
L∑

j=0
pj · c |j−i(a)|

)
für c := 1√

2

•
∑
a∈li

ϕa =
∑
a∈Ii

1
aσa
≥ 2i

2c·2i+1·(
∑L

j=0 pj ·c|j−i|)
= ψi

4c

⇒ Φ0 ≥
L−1∑
i=0

ψi
4c

• ui := 4c
ψi
, 0≤ i<L,

L−1∑
i=0

ui ≤ k , k konst.

•
L−1∑
i=0

1
ui

minimal, falls ∀ui : ui = k
L

⇒ Φ0 ≥ L · Lk = L2

k = Ω
(

(log n)2
)
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Untere Schranke Hauptlemma

Das Hauptlemma

Lemma: (Hauptlemma)
∃C konst. ∀0≤y≤n : E (Φt−1 − Φt |Yt−1 = y) ≤ C

Beweis: (später)

Lemma:

• R1,R2, . . . beschränkte Zufallsvariablen
• g > 0
• S := min{t |R1 + . . .+ Rt ≥ g}

Es gilt: E (S) <∞, E (Rt |S≥ t) ≤ C ∀t∈N ⇒ E (S) ≥ g
C
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Untere Schranke Hauptlemma

Beweis: (∀µ : Eµ (Tx) = Ω
(

(log n)2
)
)

• TΦ = min{t |Φt = 0} = min{t |Yt = 0} = Ty

bleibt zu zeigen: E (TΦ) = Ω
(

(log n)2
)

• Rt := Φt−1 − Φt

• ∀y≥1 : E (Rt |Yt−1 = y) ≤ C
⇒ E (Rt |Ty ≥ t) = E (Rt |Yt−1 > 0) ≤ C

• R1 + . . .+ Rt = Φ0 − Φt

⇒ TΦ = min{t |R1 + . . .+ Rt ≥ Φ0}

⇒ E (TΦ) = Ω
(

(log n)2
)
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Untere Schranke Hauptlemma

Beweis: (E (Φt−1 − Φt |Yt−1 = y) = O (1))

• E (Φt−1 − Φt |Yt−1 = y) =
y∑

y ′=0
∆ (y , y ′)

wobei ∆ (y , y ′) = (Φ (y)− Φ (y ′)) · Pr (Yt = y ′|Yt−1 = y)

• ∆ (y , y) = 0

• ∆ (y , 0) = 1
y ·

(∑
d≤y

µ(d)

)
·

(∑
a≤y

ϕ(a)

)
≤ 1

y

∑
a≤y

√
y
a ≤

ln(y)+1√
y < 2
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Untere Schranke Hauptlemma

Beweis: (Fortsetzung)

•
y−1∑
y ′=1

∆ (y , y ′) =
y−1∑
y ′=1

(
y∑

a=y ′+1
ϕa

)
· y
′

y (µ (y ′ + 1) + µ (y − y ′)) =

= 1
y ·

y∑
a=2

(λa + γa)

wobei λa = ϕa ·
a−1∑
y ′=1

µ (y ′ + 1) y ′ und γa = ϕa ·
a−1∑
y ′=1

µ (y − y ′) y ′

• λa ≤
∑a

b=1 µ(b)(b−1)∑a
b=1 µ(b)

√
ab

< 1,

γa ≤
√

y
y−a+1 +

√
y
a

•
y−1∑
y ′=1

∆ (y , y ′) < 1
y ·

y∑
a=2

(
1 +

√
y

y−a+1 +
√

y
a

)
< 5

⇒
y∑

y ′=0
∆ (y , y ′) < 0 + 2 + 5 = 7
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Ausblick

Der stetige Prozess

• A := [0, n + 1) , n ∈ N, x ∈ A

• D := (0, n + 1) , µ, d ∈ D

• X := (X0,X1, . . .)
• X0 ∈ [1, n + 1)

• Xt =

 Xt−1 falls Xt−1 < d
0 falls Xt−1 ∈ [d , d + 1)
Xt−1 − d falls Xt−1 ≥ d + 1

, t ∈ N

• Tx := min{t |Xt = 0}

⇒ Eµ (Tx)
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Schluss

Mein Fazit:

• die Vorkenntnisse
• das Thema
• die Beweise
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