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Zusammenfassung

Die einfachste Herangehensweise an die Optimierung einer Funktion ist die sogenannte
“Blind Search”-Methode. Sie beschrinkt sich darauf, von einem aktuellen Punkt ausgehend,
durch zufillige Spriinge einen besseren Punkt zu finden.

Hierbei ist vor allem die Sprunganzahl bis zum Erreichen des Optimums wichtig, da sie
dquivalent zur Laufzeit dieser Methode ist. Deshalb wird im folgenden Paper eine obere und
untere Schranke fiir den Erwartungswert der Sprunganzahl hergeleitet.

Die obere Schranke ist der leichtere Teil und bené6tigt nur die Betrachtung iiber Markov-
ketten. Fiir die untere Schranke wird der Intervallprozess eingefithrt und mit der Hilfe einer
eigens definierten Potenzialfunktion untersucht.

Das Ergebnis wird bei einer gréfle des Suchraums von n eine Beschréankung der Laufzeit

auf © ((log n)2> sein.
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Abbildung 1: Blind Search - das Spiel

1 Einfithrung

Am einfachsten erkldrt man “Blind Search” an einem kleinen Spiel, fiir das man einen Spiel-
stein, ein Spielbrett (siehe |1)) und einen Wiirfel braucht. Ziel des Spieles ist es mit moglichst
wenigen Wiirfelwiirfen die Null zu erreichen. Vor dem Spiel stellt man den Spielstein auf eine
zufiillige Position z mit 1 <x <6. In jedem Schritt wird dann gewiirfelt und um die Augenzahl
in Richtung der Null gezogen, falls sie hilfreich ist. Ist die Augenzahl zu grof}, so verfillt sie
ungenutzt.

Es ist wichtig sowohl niitzliche als auch zu grofle, gewiirfelte Augenzahlen als Wiirfelwiirfe
bis die Null erreicht ist zu zéhlen. Dieses Essay befasst sich mit einem Erwartungswert fiir

genau diese Grofle. Er wird in © ((log n)2> liegen.

1.1 Diskreter Prozess

Dafiir erfolgt zuerst eine mathematische Beschreibung des Spieles, dass als “Diskreter Prozess”
bezeichnet wird. Das Spielbrett wird durch ein diskretes Intervall A := {0, ...,n} beschrieben,
wobei n € N die Grofie des Spielbretts und = € A die aktuelle Position des Spielsteines ist.

Der Wiirfel wird durch ein ebenfalls diskretes Intervall D := {1,...,n} von entsprechen-
den Sprunggréflen ersetzt. Fiir den diskreten Prozess miissen nicht alle Sprunggréfien gleich
wahrscheinlich sein, deshalb gibt es eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p auf D anhand der in
jedem Schritt eine Sprunggrofie d € D ausgewahlt wird.

Der Ablauf des Prozesses wird durch eine Folge X := (Xg, X1,...) beschrieben, fiir die
gilt:

o der Startzustand ist Xp € A\{0} und

e der Zustand nach dem t-ten Sprung wird ausgedriickt durch

[ X4o1—d falls Xy >d
Xt = { X, falls X,_; < d fiir alle ¢ € N. (1)

Die Anzahl der Wiirfelwiirfe bis zum Erreichen der Null erhélt eine eigene Variable
T, := min{t | X; = 0} deren Erwartungswert E,, (T}) die Aufmerksamkeit dieses Essays gilt.



1.2 Motivation

Doch bevor wir uns niher mit dem besagten Erwartungswert beschéftigen, soll zuerst einmal
die Frage geklart werden, wie man auf diese Fragestellung kommt.

Der Ursprungsgedanke war die Suche nach einem Minimum einer Funktion f : [0,1] — R
deren Definition nicht bekannt ist. Die einzige Moglichkeit etwas iiber diese Funktion her-
auszufinden ist Beispielpunkte auszuprobieren. So versucht man durch eine iterative Heran-
gehensweise bei einem zufélligen Punkt zu beginnen und dann durch zufillige Storungen in
positive oder negative Richtung den Funktionswert zu verbessern.

Diese Art der Suche wird als “blind” bezeichnet, weil nicht versucht wird herauszufinden,
wie nahe man dem Minimum bereits ist um die Groéflenklasse der Storungen dann entspre-
chend anzupassen. Stattdessen steht die Wahrscheinlichkeit der einzelnen Stérungsgréfien von
vornherein fest, weshalb p auch als Suchstrategie bezeichnet wird.

Um das Minimum aller moglicherweise auftretenden Funktionen zu finden ist es notwendig
eine skalierungsunabhingige Wahrscheinlichkeitsverteilung zu haben, also eine bei der Stérun-
gen aller Groflenordnungen dhnlich wahrscheinlich sind.

Diese erhélt man, indem man zuerst eine minimale StorungsgroBe e festlegt. Uber diese
wird die Genauigkeit des Algorithmus p := In (%) berechnet.

Mit diesen Werten kann man sich eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion auf ganz R defi-
pleren: L falls e<t<1

o ¢ ==
ht) = { 8 sonst @)

Das dies tatsdchlich eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ist, kann in einer einfachen Rech-
nung nachgewiesen werden.

Eine entsprechende Sprunggrofie aus dem Intervall (0,1] kann nun wie folgt ausgew#ihlt
werden: d := exp (—pu), wobei u € [0, 1].

Dies ergibt jedoch sehr komplizierte Berechnungen fiir den Erwartungswert der Schritte
bis man die Null entsprechend gut angenéhert hat, deshalb soll die Funktion jetzt vereinfach
als unimodal angenommen werden. Das heifit, dass sie im Intervall [0, z*] streng fallend ist
und im Intervall [x*, 1] streng steigend, wobei z* das gesuchte Minimum der Funktion ist.

Fiir diese Funktion kann bereits eine erste Schranke fiir den Erwartungswert hergeleitet
werden, indem man die Entfernung 7 mit 7 > 2e¢ vom aktuellen Punkt £ zum Minimum z*
betrachtet. Eine Stérung d mit § < d < 7 fiihrt, angewendet auf die richtige Richtung, zu einer
Halbierung der Entfernung zum Minimum. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine solche Halbierung
in einem Schritt ergibt sich damit aus dem Integral

1 [dt In2

2/ v~ )

»

Die Berechnung dieses Integrals ergibt, dass die Wahrscheinlichkeit einer Halbierung un-
abhéngig von der aktuellen Position ist. Auflerdem erhélt man nach li—% Schritten sicherlich
eine Halbierung. Da die Anzahl der nttigen Halbierungen logarithmisch im Kehrwert der mi-

nimalen Storungsgrofle ist, folgt fiir die maximale Schrittanzahl: log (%) . 1121% =0 ((log (%))2)

Diese Abschitzung gibt uns schon einen ersten Einblick, wir mochten aber eine genauere
und mathematisch fundiertere Analyse durchfithren, weshalb wir den betrachteten Prozess
erneut vereinfachen, indem wir das Minimum fest auf die Null legen und dann die Schrittanzahl
bis zum Erreichen dieser betrachten. Der wichtigste Vorteil dieser Vereinfachung ist, dass die
Richtung, in die man Gehen muss um das Minimum zu erreichen nun eindeutig ist.



Dieser Prozess wurde bereits als “Diskreter Prozess” (siehe [L.1)) eingefithrt und soll im
Folgenden untersucht werden.

2 Obere Schranke

Zuerst soll eine obere Schranke fiir den diskreten Prozess hergeleitet werden. Dies erfolgt {iber
die Einfiihrung von Markovketten.

2.1 Markovkette

Zur Vereinfachung wird folgende Notation fiir die Schreibweise der diskreten Intervalle ein-
gefiihrt: (a,b) := {a,...,b} fir alle a,b € Z. p soll weiterhin eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung iiber (1,n) sein.

Der Prozess X = (Xg, X1,...) iiber A = (0,n) soll ab sofort als Markovkette verstanden
werden, da fiir jeden Zustand gilt, dass er ausschliellich von dem vorangehenden Zustand
abhéngt. Fiir die Zusténde folgt also:

o X ist gleichmifig verteilt in A\ {0} = (1,n).

e Die Ubergangswahrscheinlichkeit in den t-ten Zustand ist

p(z—a’) falls 2/ <
Pr(X;=d2'|Xy1=2)=q 1=-35 p(d falsa’=uz (4)
0 falls 2’ > «

Weiterhin wollen wir in dieser Analyse den Erwartungswert £, (7}) in Abhéingigkeit der
Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Schrittanzahl bis zum Erreichen der Null
T, = min{t | X; = 0} betrachten.

Aus diesen Informationen kénnen bereits erste Folgerungen gezogen werde.
Bemerkung 1. p(1) =0= E, (T;) = o0

Dies gilt, weil der Startzustand mit Wahrscheinlichkeit % die Eins ist und im Falls p (1) =0
fiir diesen Startzustand nie die Null erreicht werden kann. Deshalb soll fiir die weitere Analyse
gelten:

Voraussetzung 1. Vyu Wahrscheinlichkeitsverteilung: p (1) > 0

Ab sofort soll auBlerdem folgende vereinfachende Schreibweise benutzt werden:
F(@) = (L)) = £ p(@) fir se A\ {0}

Damit kann bereits folgende Formel fiir den Erwartungswert hergeleitet werden.

‘s _1 (p2—21)- i1 =21 1)
Proposition 1. E, (T;) = . - g ) Iz x2FCE;1)‘---l'LFx(lxl)xl 1
<zi<..<z;<n
Beweis. Bemerkung 1 (siehe 1)) ergibt: Vo€ A\{0}: F (z) >0 mit der Definition von F (z).
Weiter gilt fiir die Schrittanzahl bei Start in x:

L= 1+ (1 - F ()T + ;u(d)-Tz_d

aktueller Schritt  yykeit: deD zu grofe , T}, entsprechend N ,
W’keiten: deD passend , T, _4 “iibrigbleibend”

(5)



AuBerdem gilt Ty = 0. Dieser Ausdruck wird nach T, umgeformt:

Tx:F(lyj)' <1+;§M(d)'Tz—d> fiir alle 1<z <n (6)
und z =1,--- , 3 eingesetzt:
Ty = g + F(f)(.?(zy (7)
Ts = rigy + whipw + FOEE F<1>(HF(<12)>)-2F<3>

Durch Induktion erhalt man damit:

_ p(xe —x1) ... p (g — 1)
L 2 Fo) - F(m) ®)

1<z <...<z1=2

Zur Berechnung des Erwartungswert fiir 7, muss nun noch iiber alle moglichen Startpo-
sitionen aufsummiert werden:

_ 1 p(xe —m1) .. — 1)
BuTo) =g 2 Flay) . F () ®)

1<z1<...<x1<n

O]

Diese Herleitung ist zwar richtig, hilft aber fiir die obere Schranke leider nicht weiter.

2.2 Herleitung

Seien L := [logyn], l; := (21,21 — 1) fiir alle 0<i < L, Ir, := (28, n) und p; :== > p(d),
del;
wobei 0 <i< L. Die Wahrscheinlichkeit beim Start im i-ten oder einem gréfleren Intervall eine

Sprunggréfe d>2'"! zu bekommen ist
Pr(X;<X;1—271 | X4 >2%) > piq wobeit >1, i >1 (10)

Da man maximal zwei solches Sprunggréfien braucht um das i-te Intervall sicher wieder
verlassen zu haben, kann man die Schrittanzahl bis diese sicher eingetreten sind fiir alle Inter-
valle abwiérts aufsummieren. Zusétzlich gilt: nach dem Verlassen des ersten Intervalls befinden
wir uns in Null oder Eins und brauchen maximal noch einmal die Sprunggréfie eins. Damit
erhalten wir folgende obere Schranke:

T$§i+i+...+3+ifurxelj (11)
Pj—1  DPj-2 P11 Do
Die p; kénnen nun mit o > 0 konstant abgeschétzt werden durch: pg,...,pr—1 > 7. Da
iiber 2j — 1 Elemente aufsummiert wird, erhalten wir: T, < (2j + 1) g Da x €l also j <logw
und mit der Definition von L folgt der Erwartungswert:
E,.(Ty) = O ((log ) (log n)) = O ((logn)?) (12)

3 Untere Schranke

Da jetzt die obere Schranke vollstdndig bewiesen ist, wenden wir uns der unteren zu. Im Laufe
dieses Kapitels soll fiir sie folgendes gezeigt werden:

Satz 1. Vu: E,(T,) =Q ((logn)2>

Beweis: spéter
Weiter werden wir die folgende Kenntnisse aus den vorangehenden Kapiteln benutzen:

Voraussetzung 2. p fest, u(1) >0, Ip,..., I, VO<i<L: p;.



3.1 Intuition

Zuerst soll mit einer intuitiven Herangehensweise an die untere Schranke begonnen werden.
Der Erwartungswert fiir die Schrittanzahl zum Durchlaufen des i-ten Intervalls bei Start
im (i+1)-ten ist abhéngig von der Schrittanzahl die nétig ist, bis eine Sprunggréfie kommt,
die wirklich hilfreich ist, also de{li_1, -+ ,Ii_2}. Damit ist dieser Erwartungswert von unten
beschrankt durch
1+pz+pz 1+pi—2 . . . . . . . .
Angenommen ElﬁT >0 konstant mlt VO0<i<L-—1 gilt I;11 wird mit Wahrscheinlichkeit 3
besucht, dann gilt:

ol

-1

B
D2j+1 + P25 + P2j—1 + D2j—2

E (Ty) 2 (13)

HM

Es wird statt p; iiber py; aufsummiert um die Vierfachzéhlung der Wahrscheinlichkeit einer
Sprunggréfle aus dem jeweiligen Intervall zu verhindern.

Nun ist der aufsummierte Quotient kleinstméglich, falls alle p; den selben Wert haben. Die
pi’s werden dopellt aufsummiert, damit muss fiir alle ¢ < L gelten: p; = % FEingesetzt ergibt
sich damit die untere Schranke:

L L

1

5 =9 =0 ((log n)2> (14)
Leider kann man nicht fiir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen ein solches 3 finden, sodass

dies nicht in einem formellen Beweis umgesetzt werden kann.

3.2 Intervallprozess

Um den stetigen Prozess weiter analysieren zu kdnnen, soll zuerst eine andere Sichtweise auf
diesen, der sogenannte Intervallprozess eingefiihrt werden.

Der Ablauf dieses Prozesses wird mit Y := (Yp,Y1,...) bezeichnet. Hierbei soll fiir Yp
nicht ein konkreter Wert festgelegt werden, sondern nur festgestellt werden, dass = zufillig
gleichverteilt in A\ {0} ist. Weiter soll gelten:

(15)

vl > 0 = X; gleichméafig in (1,Y;) verteilt
1=0 = X;=0

also Yy = n.
AuBerdem kann Y; € (1,n) in Abhéngigkeit zu seinem Vorgénger beschrieben werden durch

0 falls x = d mit Wahrscheinlichkeit i
Y;={ Y1 —d fallsz>d mit Wahrscheinlichkeit £ (16)
d—1 falls z < d mit Wahrscheinlichkeit %

wobei d € D bzgl. p und d < Y;_; gelten soll, weil fiir d > Y;_; offensichtlich gilt, dass es
nicht hilfreich ist.

Des weiteren ist auch der Intervallprozess eine Markovkette weshalb die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten Pr(Y; =y’ | Y;—1 = y) betrachtet werden kénnen (siehe

Die Schrittanzahl bis zum Erreichen der Null soll mit T, := min{t | ¥; = 0} bezeichnet
werden. Fiir den Erwartungswert soll ohne Beweis gelten: E,, (1) = E,, (T).

3.3 Potenzialfunktion

Um eine untere Schranke fiir diesen Intervallprozess herleiten zu kénnen bendtigen wir au-
Berdem eine Potenzialfunktion. Mit ihrer Hilfe werden wir iiber das Potenzial des Anfangszu-

standes ®(Yp) = Q ((log n)2>, die Beschriinkung E (@ (Y;_1) — ® (¥;) | Vi1 = y) = O (1) und

7
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Abbildung 2: Ubergangswahrscheinlichkeiten des Intervallprozesses

die daraus resultierende Folgerung fiir den Erwartungswert E (T}) = Q(® (Yp)) die untere
Schranke zeigen kénnen.

Weiter werden wir v; := 1

ST i fiir ¢ konstant mit %<c< 1 brauchen. Es gilt:
=

L-1 L

L—1 Lo
S =05 =3 S = o) (17)
i=1 i=1 j=0 =0 =t

Die Summen kénnen wegen der Kommutativitét vertauscht werden. Die innere Summe kann
mit der geometrischen Reihe abgeschéitzt werden und die p;’s sind so definiert, dass sie auf-
summiert eins ergeben.

Nach diesen Voriiberlegungen folgt nun die eigentliche Definition der Potenzialfunktion.

Definition 1. Fiir die Potenzialfunktion ® werden o und  wie folgt definiert:

n | log a —log d|

oo =3 pd) -2 T _ZM \/74- Z o (d) /5 fiir 1<a<n,
d=1 d=a+1

Va ::ﬁwobeil<a<n

o (y) = nga fiir alle 0<y<n und
o, —<I>(Y})wobe1tf0,1,...
Lemma 1. Fir die Potenzialfunktion gilt:

1. &4, t > 0 steigt nicht, wenn t steigt,
2. 9, =0«<Y; =0 und

3. Py =0 ((log n)2)

Beweis. zu 1. Folgt mit Vn € N : Y;,, < Y; und der Definition der Potenzialfunktion.

zu2. &, = 0 genau dann, wenn ®(Y;) = Z?:l o leere Summe (da ¢q immer # 0) genau
dann, wenn Y; = 0.

zu 3. Sei i(a) := |logy a] = max{i|2! < a} fiir 1 <a<n. Dann gilt:

—|log a —log d|
o, D:ef. Zu(d)-2 go_log
d=1
Summe aufspalten j41—i(a) i(a)+1—j

< 2. 2. md)-2 2 2, d) -2

j<i(a) del; j>i(a) del;
Def. p; j+1—i(a) i(a)+1—j

=" Sop2t T4 g2t (18)

j<i(a) 7>i(a)

Ha)+1—j  i(a)=j 1
27 2 27 2 .

= 22
=cli—i(a)l.
I HDl-2¢ <Z i . cli—ia) |> fiir ¢ 1=

8
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Damit erhalt man:

Anzahl Elemente in I;

=
Def. 1 (18 2 Def. 1; s
Z@a = Z ao = i+1 L |7—1] - Z; (19)
a€l; a€l; a 2¢- \2 , : (Zj:O bj- cl )
grofites Element in I;
und
L—-1 . L—-1 Summen 2L71 Def. ® oY,
Z; 2 Ca zusamngnfassen Z i Dei‘b @(2[/ . 1) < (I)(n) (:O) (I)O (20)
i=0 i=0 acl; i=1
L—1
Setze u; := % fir 0<i<L. Es gilt > u; <k wobei k konstant mit . Weiter gilt
! i=0
L-1 '
% minimal, falls Vu; : u; = %
i=0
Damit folgt die Behauptung:
L L?
D> L-L=—=0 ((logn)2) (21)

Somit ist der erste Teil der bereits angekiindigten Resultate gezeigt.

3.4 Hauptlemma

Um den Beweis fiir die untere Schranke zu vervollstandigen, muss noch der zweite Teil gefolgert
werden.

Lemma 2 (Hauptlemma). 3C konst. VO<y<n:E(®;_; — P, | Y1 =y) < C
Beweis: spiéter

Lemma 3. Seien R, Ro,... beschrinkte Zufallsvariablen, g > 0 konstant und S := min{t |
Ri+...+ Ry > g}. Falls E(S) < oo und VteN: E (R | S>t) < C, dann gilt: E(S) > &

Beweis: (Vu B, (1) =9Q ((log n)2)> Es gilt: Te = min{t | &; = 0} a min{t | Y; =0} =Ty,

Damit bleibt zu zeigen: E (Tg) = Q <(log n)2)
Setze R; := ®;_; — ®;. Dann gilt mit Lemma 2| Vy>1: E(R;|Yi—1 =y) < C. Das ist
aquivalent zu E (R | Ty >t) = E(R; | Y4-1 >0) < C,daY,1=y>1eT, >t Y, >0.
Weiter gilt mit der Teleskopreihe Ry + ...+ R; = &9 — ®;. Damit erhalten wir
Ts :min{t | Ri+...+ R > (I)Q}.
Mit Lemmafolgt die Behauptung: E (T3) = Q ((log n)Q) O

Beweis: (E (®;—1 — ®; | Y;—1 =y) = O(1)). Fiir diesen Beweis soll an einigen Stellen auf die
genauen Abschitzungen verzichtet werden, da diese recht technisch sind. Der zu zeigende
Erwartungswert soll zuerst als Summe iiber A (y,y') = (2 (y) — @ (v))-Pr(Yi =9 | Yie1 =)

geschrieben werden:
y

E(®p1— P | Vi1 =y) = Z A(y,9) (22)
y'=0

Die A (y,y') werden einzeln abgeschétzt.



Beginnend mit A (y,y) = 0, weil ® (y) — & (y) = 0.

1
Weiter folgt: A (y,0) = 5- Z,u(d) : ng(a) <...<2

d<y a<y

F(y) (y)

Ubergangsw’keit
Fehlt nur noch:

y—1 y—1 Yy ’ Y
Y 1
SAwY)=> | D e @+ +pru—v)==-> (Mt (23)
y ! — —ny! y y —
y'=1 y'=1 a=y'+1 a=2
i Ubergangsw’keit
:ZZ:U ‘Pa_ZZ:O Pa
. a—1 a—1
wobei A = ¢q - > p (¥ + 1)y und v =a- > ply—y)y
y'=1 y'=1

Aq und 7, konnen wie folgt abgeschéitzt werden: A\, < 1, v, < , /y_z =+ \/g FEingesetzt

y—1 y
ergibt sich damit: > A (y,v) < % Y (1 + /e \/%) <5
a=2

y'=1

y
Damit erhalten wir die Behauptung: > A(y,y') <0+2+5=71. O
y'=0

So ist letztendlich auch die untere Schranke bewiesen.

4 Ausblick

In der Realitdt hat man aber in den wenigsten Féllen diskrete Funktionen zu optimieren.
Deshalb kann man auch den so genannten stetigen Prozess betrachten. Dafiir gilt:
A=[0,n+1), neN, x € Aund D := (0,n+ 1), u Wahrscheinlichkeitsverteilung, d € D.
Der Ablauf des Prozesses wird durch X := (Xp, X1,...) beschrieben, wobei Xy € [1,n+ 1).
Fiir den t-ten Zustand in Abhéngigkeit des vorherigen gilt:

thl falls Xt,1 <d
X, =40 falls X,y € [d,d + 1) (24)
Xi—1—d falls X;_1>d+1

mit ¢ € N. Weiter soll T, := min{t | X; = 0} die Schrittanzahl bis zum Erreichen der Null
sein und wird der Erwartungswert £, (T;) genauer untersucht.
Dies fiihrt jedoch fiir dieses Paper zu weit und soll hier nur als Ausblick dienen.

5 Schluss

Abschlielend lasst sich sagen, dass die Optimierungsmethode “Blind Search” nicht die schnells-
te ist, dafiir aber relativ intuitiv und leicht zu implementieren.
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